Mecanica Celeste e Aplicacoes

6% Escola de Astrofisica e Gravitacdo do IST
Amaro J. Rica da Silva

m Adindmicadoscorpossobainterac¢cdo deforgasideaiscentrais, em particular graviticas.

= DimensBesdosastrose drbitas. "Leis" de Bode.

m Tipificacdo dadindmicadominantedo problemadedoiscorpos,em particular nascolisées. Esferasde Influéncia.
m Adindmicade colis6es 2D entre particulaspontuaise osdiagramas bidimensionais.

= Manobras Gravitacionalmente Assistidas (slingshot) e osparametrosorbitais.

m Adindmicadacolisdo 3D.Opapeldasconstantesde movimento. O vector de Runge-Lenz e 0o Momento Angular e o
seu significado geométrico.
m PossiveisaplicacOes: Trajectdrias paramissdesinterplanetéariase extra-solares; Estudo de ejec¢gao de massaem

clustersde sistemasbinarios.

Introducéo

Os Astros e suas Dimensdes

Asdimensbesdosastrosvariamemyvariasordensde grandeza, tanto namassacomo em extenséo, o que afecta
nao s asdistancias paraasquaisasaproximagdescomo “ponto material” sdo usaveiscomo aproprianocio de
“esferadeinfluénciagravitica” de cadaastro.
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Jupiter
Saturn

Mercury

Movimento em campo gravitacional

— Motiorof starsat galaxwentevl — Animatiopredictedn otiorof starsat galaxycenter

(EHTLE

O Computador de Anticitera (Sec 1l A.C.)

Aexisténciadestaméquinahacercade 2100 anosmostraqudao fragil pode ser o processo civilizacional se ndo
foremdedicadosesforgos parapreservar e transmitir o conhecimento académico. Nenhuma engrenagem
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mecénicatdo complexa se conhece depoisdestadurante mil anos. Havestigiosde que acivilizacdo arabetenta
reproduzir amaguina mas apenas consegue frac¢des minimas da sua funcionalidade. Este conhecimento
desaparece como dominio romano do mediterraneo e da Grécia. Dadaaimportanciaestratégicadamitologia
associadaaosastrosno planeamento das campanhas militares, na calendarizacdo de colheitase de festas
religiosas, € natural que poucos soubessem como funcionariaamaquina, e muitos menoscomo construi-la. Por
outro lado, sendo feitade bronze, um metal reciclavel e muito procurado naaltura, € provavel que muitastenham
sido destruidas porignoranciaou por avaria.

DecodingheancientGreekastronomicalalculatoknownasthe Antikytherlechanism- Freethet al. — 2006

CalendarwithOlym piadisplayndeclipseredictionnthe Antikytherlechanism Freethet al. — 2008

TheAntikytherbechanisn3D TheAntikytherMechanisnim odehccordingoM. Wrighy

Sayas/d

(18/45

(365.04)

S
7))

As Leis de Bode (1 A.U. ~ 150 x10° Km)

Johan Daniel Titius (1729-1796) inclui umaférmula que se resume ad, = 4 + 3x2" natraducdo para Alem&o dum
livro Francésde astronomiaem 1766 . Johann Hert Bode (1747-1826) inclui aférmulano seutratado em1772. A
existénciade regularidadesemtodosossistemas planetariosobservados é umaindicacdo de que existem
“resonancias’ estaveisemsistemasde N corpos.

Titius-Bode (1766-1772):

d, =04+0.3x2" (N=-0,0,12..)
Wurm (1803):

d, =03(1+2" n=-1,0,1,2..)
Gauss (1880):

d, = 0.2099 x 1.7226" n=12".)
Nicolini(1957):

d, = 0.4 +0.075x 2" n=12..

Blagg (1913):
dy = Ax1.7275' (B + F (¢ + n B)) (n=-2,-1,0,1,2..)

AReview of Blagg' sformulainthelight of recentlydiscovered planetary moonsand rings, Loban, Roy, Brown,
JBrit.Astr. Soc., 1982

Reviewof Blagg sFormulgLoban Roy, Brown' 82)



4| EAG6.nb

Titius—Bode D(n)=0.4+0.3x2" (n=-00,0,1,2,...)
Lei de Blagg D(n)=Ax1.7275"(B+F (a+nf)) (n=-2,-1,0,1, 2,...)

Mercirio Venus ~ Terra  Marte  Ceres  Jupiter Saturno Urano Neptuno Plutdo

712 712 Table IT
Planet n Distance  Blagg’s law
38.8 38.8
P Mercury -2 0387 0387
Venus = 0-723 0-723
19,6 19.6 Earth 0 1-000 1-000
_ Mars 1 1-524 1-524
5 100 100 Vesta 2-361
g Juno 2 2-670 267
z 52 @] 52 Pallas 2:767
a Ceres 2-767
< 28 Ast 28 Jupiter 3 5-203 5-200
Saturn 4 9-546 9-550
L6 o LG Uranus 5 19-20 19-23
10 10 Neptune 6 30-07 3013
* e .
e o Pluto 7 39-5 41-8
*New object, dealt with by Roy?.
04 04
n o 0 1 2 3 4 5 6 7 8
= -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
no
Imagem 1
e Satélitesde Jupiter
Lei de Blagg D(n)=Ax1.7275"(B+F (a+nf)) (0=-3,~2—1.0; 1, 2:::2)
it 15 12 o EuropaGanymedeCallisto 77 18
557 55.7 Table IIT
Satellite Distance ~ Blagg's law
27.85 27.85 1979J1* -3 0-306 0-233
197973 0-306
Is -2 0-429 0429
19792% -1 0-528 0718
Io 0 1-000 1:000
_ Europa 1 1592 1:502
=1 Ganymede 2 2539 2:541
’] Callisto 3 4467 4467
< 4467 Callisto 4.467 4
- 5
B . "
& 2539 Ganymede 2.539 :(1,3 %ggls]
@ v 2785 P4
= 1592 Europa 1592 T0t 27-85
; ; 121 49-8
1t 53-3 y
8 55.7 346
0.528 0.528 Bt 562
0.429 0429 *New object, dealt with in this paper.
G306 306 #New object, dealt with by Roy.
= -3 -2 -l o 1 2 3 4 6 7
no
Imagem4
.
e Satélitesde Saturno
Lei de Blagg D(n)=AXL7275"(B+F(a+nf))  (n=-3-2.-1.0,1,2....)
SI5 MimagnceladusTethys Dione Rhea Titan Hyperion Tapetus Phoebe
4392 Phoebe  143.92 Table IV
Satellite n  Distance Blagg'slaw
s15*
S14* -3 0463
S13*
1209 Tapetus 11209 ;
-2 0-626
- Enceladus -1 0-807
2 Tethys 0 1:000
e Dione
5034 15.034 s 1 1279
= 4149 {4.149 S12 ‘
= Rhea 2 1-786
® 3
= Titan 4 4140
Hyperion 5 5023
1789 11789 M
1.281 11.281 g
1 it Tapetus 9 1209 1211
0.808 10808 Phoebe 10 4392 43-85
63 63! *New object, dealt with in this paper.
10.46

Imagem 6

e Satélitesde Urano




Lei de Blagg D(n)=Ax1.7275"(B+F (a+nf))  (n=-3,-2,-10,1,2,...)

U6 Miranda Ariel Umbriel Titania Oberon

1149 f Oberon ]4.149
Table V
Satellite  Distance n  Blagg’slaw n  Thispaper
u6* 0277 -4 0-33 -2 0-273
1789 Unmbriel 1789 ~3
5 Mirandat 0-646 -2 0-64 -1 0-648
< st 1281 -1
B Ariel 1-000 0 1-00 0 1-000
i Umbriel 1-391 1 1393 1 1-387
= G- _— Titania 2281 2 2:286 2 2283
Oberon 3-057 3 3.055 8 3-059
*New object, dealt with in this paper.
tNew object, dealt with by Roy.
046 - ®us 0.46
n —4 = ~2 - o 2 3
Imagem7

Dinamicade N corpos

O problema geral
ParaN corposasequagdes de movimento classicassdo, usando rjj =rj — T,

d?r; rij

M;

N ij
=GYMM, =

12
dt j#i i

E possivel mostrar que existem 10 integrais de movimento para o problemade N corpos, asaber aposicéo inicial
evelocidade do centro de massa, 0 momento angular total (que define o plano invariante de Laplace) e aenergia
total.

Dindmica detrés corpos

m mZ(fxltt)ﬂ(z(l))+m1m3(7><1(t)+x3(t)) mlmz(xlll)fxz(l))+m2m3[,x2(‘)+x3(|1) mlmS(xl(tFxs(t))+m2m3(x2m,xgm)

” 1 ” ”
m x”(t)=6 m,x,” (1) =G myxg” () =G
tt a3 a3 2 a3 a3 o N a3
1,2 1,3 1,2 2,3 1,3 2,3
. my My (=Y, (O+yp0)  myomg -y O+yg) . M ma (Y, (O=Y50) my,mg (—y,+y,t) . m Mg (¥, (O-y30) my,my (y,)-y5(t)
m oy " t)=6 + m,y," (1) =6 + msyg (=6 +
r a3 a3 a3 a3 a3 a2
1,2 1,3 1,2 2.3 1,3 2,3

m mp (-2, 2,0)) mymg (z,(1)-25()

” ”
m z”(t)=6 + myz,” (1)=G
17 2“2

a3 a3 a3
1,2 13 1.2

mmg (-2, z50)

] m, mg (2 1)-25(0))

myzy” (1) =G| +
373

a a3
2,3 1,3

m my (2 )-2,(1)) L mamg (~2,(t)+z401))

3
d2‘3

di, :\/(x2<t>—x1m)2 + (Y20 = v, )2 +(z20) -2, ©))?

dyg= \/(x3(t)f X, D)2 + (y30) -y, ) + (230 -z, )

d2,3:\/(x3(t)fx2<t>)2 +(y3() - Yo (192 +(2g(t) — 25 (1)2



6| EAG6.nb

T T

(drag dots and arrows to change initial conditions )

A Esfera de Influéncia
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Aequacdo de movimento de umcorpo i = 3de massa pequenam no campo de doisoutroscorpos massivos
i =1, 2 é, usando asposicBesrelativasR3j =13 -1,

2D 2D
L N P S
=31 32 =32 31
dt? dt?
Aesferadeinfluénciado corpo i = 2 é asuperficie centrada nesse corpo em que se verifica
IFail  |F 3l
If ol I 4l
Napréticaquando |§32| < |§31|
2/5
M, ¥/
Re ~|— | R
My
Planeta Mercirio | Venus | Tera | Marte | Jpiter | Saturno | Urano | Neptuno | plutdo

Raio da Esfera

. 112000. |615000. [925000. [ 579000. | 4.81x10" | 5.46x10° | 5.2x10" |8.69x10° | 3.2x1C°
deInfluénda (Km)

O problema 3 corpos circular restrito

Oproblemageral de 3corposérestrito se considerarmos que doisdesses corpos sdo massivose témarbitas
circularesemtorno do seu Centro de Massa e atraem, sem serem afectados por isso, umterceiro corpo de massa
desprezéavel. Oproblemaconsiste emdeterminar astrajectOriasdestaterceira massainfinitesimal.

Oproblemainicial que envolvia9 equacdesdiferenciaisde 22 ordem (dimensao =18) passa agora paraum
problemade 3 equagdesdiferenciaisde 22 ordem (dimens&o =6).

Se o terceiro corpo ficar restrito adeslocar-se no plano orbital dosoutrosdois (problemacircular restrito
coplanar) reduz-se o problemaa apenas 2 equagdesde 22 ordem (dimenséo =4).

Ointegral de Jacobi

No problemacircular restrito Jacobi obteve primeiro umaconstante de movimento que, no referencial rotativo
de massareduzidadosdoiscorpos massivos se escreve (0 eixo & coincide comalinhaque passa pelosdois
COrpos massivos, e, estano seu plano de movimento)

C=2U-V?

ondeU ()= %(x2+ y?)+Usr) + U(rp) eV2=vZ + V7 + v/,

O Critério de Tisserand

Ointegral de Jacobi é frequentemente utilizado paradeterminar se doisobjectosobservadosantese depoisde
umainterac¢do comumastro massivo, calculando aconstante C apartir de elementosorbitaisdosdois
objectos. Por exemplo, 0 encontro de umcometacom Jipiter pode causar umaalteracio drasticados seus
elementosorbitais, e amenos que estivesse a ser seguido pode ndo ser facil identifica-lo depoiscomo o mesmo
objecto observado antesdo encontro. Seaconstante C dosdoisobjectosfér amesma é provavel que sejao
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mesmo cometa. Designando por ¢ ainclinagdo do plano orbital do cometa, a 0 semi-eixo e eaexcentricidadeda
Orbitado cometapode-se mostrar que

1
C=~2,[a(l-¢?) cos(p)+—
a

Superficies de Hill

Paracadavalor de C adefinicdo do integral de Jacobi define uma superficie limite dentro daqual a massa
desprezavel se deve encontrar porque a sua velocidade ndo pode ser imaginaria.

c
C=2U-V? =5 V2=2U-C=20 & U{M)>—
2

Ref:OrbitaMotionA.E. Roy,loP'78

Dindmica dedois corpos

As Leis de Kepler e as Equac¢des de Movimento

Kepler(1571-1630) Newton (1643-1727)

I) Os planetas descrevem drbitas elipticas, com o Sol num dos focos.

II) A velocidade aureolar A relativa ao Sol ¢ constante (Lei das Areas) < (Conservagio do Momento Angular),

-1 (A 1
(3-12) dA=_f xdf, = “—=

|
— [, X ¥, = — L = constante
2 dr 2 '

2u
III) O quadrado do periodo de revolugio T ¢é proporcional ao cubo da distidncia média ao Sol:
., 4n 3

(3-13) T2 =" (RY

(rigorosamente deve-se substituir {R)* pelo semi-eixo a’.)
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4% K g g d’R
| 1 0
—2———_—__,.(r,—r3] x
di m, |E,-T| di
e
43, K . 5 i dr k1,
s _I\(rz—rl} S =———T
dt= 1y B, -F : dir Hr
. 1 my ——1{}— 79
3 3
2f ] 2f ]
1r - 1r V2 1
Vi /
of — ] of ]
af ] b ]
2k ] 2F ]
3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 3 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
3 2 -1 0 1 2 3 3 2 -1 0o 1 2 3
t — DEEE
[ ) L e e e B e e L A B B s e s s s s B
200
5 m- 150
I 1 10F
o B 05
I ] ool °
sk R o5t 1
I 1 —10f
T T S I S M B A
r ] -10 -05 0.0 05 10 15 20 25
| | |

Constantes de Movimento

No problema de dois corpos o espaco de fase é P =T*([R3><[R3), portanto de dimensao dp =12. Como é sabido
existem as seguintes constantes de movimento, onde y=-—2"% e k=Gmym,=GM u, F =f,—1; €
m;+m;,

p= #(\72 - \71)1
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Momento Linear Total

L
= Momento Angular Reduzido

E# = FXEZ (Fz - Fl)X/,l(\TZ —\71)

Vector de Runge-Laplace-Lenz
N k .
K=pxL,- 'u—r

r

Energia Total
1 1 k
E=——pi+—pi-——
2m; 2m, ‘rz—r1|

= Energia Reduzida
1 k
2
E=—p°-—
2u r
Isto representaumtotal de 14 constantesde movimento, masnao sao todasindependentes. Paraalémdadbvia
dependénciaentreEe&, e P2=P. 5, existemduasrelagdes escalaresadicionaisentre fﬂ eK:

O plano de Laplace e 0o Vector de Runge-Lenz

Colisdo 3D

Restafazer notar que no plano de Laplace, adirec¢io de U’y — U, € colinear comadireccio especificada pelo
vector de Ruge-Lenz-Laplace. Vamos comecar por mostrar que U, — U, € abissectriz do angulo formado pelas

velocidades assimptéticas—U o = —(Uo - \70) eU,=U; -V, Defacto

SN IR S £ 1 N2 . M

(ul—uo)x(ul—vl):(ul—uo)xu1+—(vl—vo)xvlz—uoxul——voxvl
my my

- . NN m;p . . - o M

—(uo—vo)x(u1—u0):—u0x(u1—uo)——vox(vl—vo):—uoxul——voxvl
mo mo

mostrando assimque ndo sé Uy — \71 pertence ao mesmo plano quet; — U el — \70, como faz o mesmo angulo ¢
comuy — UoqueV,—Uofazcomu'; — U'. Mostramosaseguir que K tambémtemamesmapropriedade, i.e.

T N 1 SR R

,u(ul—vl)xK =p1><(pl><L#——r1)=p1 L,
— . N NN MK 2=

-uK x(uo—vo)zpox[poxL#— ro)zp0 L,

Por conservacéo de Energiatem-se que 5\12 = 502 no caso dasvelocidadesassimptéticas. Como K tambémesta

no mesmo plano de Laplaceque U e U 1y — U, conclui-seque K oc (U — U').
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Relacdes entre constantes

—

L,K=0

1
E=8,+—P?
2M

KZ=2ul2&, +u®k?

No total existem assim 11 constantes de movimento independentes que determinam o movimento como uma
sub-variedade unidimensional deP.

m Plano de Laplace: movimento no plano perpendicular a fﬂ
F~EH=O \7’[\#=0

Por outro lado o movimento descrito no referencial de massa reduzida por © restringe-se a um plano
perpendicular a L, (plano de Laplace), e o angulo 6 entre r e K permite parametrizar a trajectéria através de

—
N

r-K =F~(§xfﬂ)—,ukr =L5—,ukr =K r Cos[¢] donde se conclui que
m Eixo datrajectéria definido por K e #angulo entre e K
F-K =Kr Cos[f] =L2 - ukr

2
Lp se

r= = .
uk +K Cos[#]  1+eCos[d]

- e - oA L2
A excentricidade da Orbita é assim definida por e= ﬁk eadistanciafocal s = ?“ Note-se portanto que o vector
M

de Runge-Laplace-Lenz K define o eixo datrajectdriano plano de Laplace.

m Excentricidade ee Distancia Focal s

-
Excentricidade e = ——
s+ r cos(d)

s r cOS(l” /

i
Directriz
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Parametros Orbitais

- = =1 .3 -
E:(c )k: L =eskyp: |Kl=ekyu

2es
E>0 = Ulﬁﬁfrg <1 (oue> 1) Orbita Hiperbélica com F|(f_) = coe | = cos™ [—%)
E=0 = Glﬂéfl =1 (oue=1) Orbita Parabélica com 7 () = co
E<0 Ulﬂé‘lug >1 (oue< 1) Orbita Eliptica com 7, = F{(6) = F,..

» Orbitas Eli pticas

Excentricidade 0 <e< 1

B Distanciasminima(Perigeug maxima(Apogeu)

-~
" . L es
Fmin =50 = 1 GMp?  T+e
'

B - i es
F_ . =Fm= ==

PTG (}M 2 s |K| 1 —e

B Semi-eixamaior
j i es

== {rHH-H + rH?[n’_l') =

2

1 ¢’

B Semi-eixanenor

b:{;'\,‘i—glzi
vi-¢

m DistanciaFoco-Centro

a—r,.=¢€a
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B EnergieReduzida

c k
! 2a
W Periodo T
, df es 2 ;\372 u +r . \¥?
L= ,2(_ : :Ef do .o f-_! €s e :I_I Fmax min
BT & ; L [lwecos('yuﬁ)) T=2n k(l—ez) =2 k 2

= Orbitas Hiperbdlicas

Directriz

B Distanciaminima(Perigeu)

es

Fmin =
e+1

B Semi-eixamaior

es I'min
a= =
-1 e-1

B DistanciaFoco-Centro

Imin ta=ae

B EnergieReduzida

E,=—
g 2a

B Tempo de chegadanumadrbitahiperbdca

(zes)tanh‘l[ /% tanh(%"))

o es
AFAQ, eo)zf do=
0 ecos()+1 21
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2 1 AAQ, 6,) a e—1 )
At= T o S anh tan(—o)

L, k e+l 2

Colisdes binarias elasticas

Geometriparametrizatiof binaryelasticollisions RicadaSilvaandLem os- 2006

m Referenciais de Laboratério e CM

v Ma . ~ M2 ot ot 1= =
vc: - _Eul* 1 vl - _Eul‘ ”vt:| = ||vl ” ' ﬁu-' T ”ﬂl”

Colisdo Elastica com um corpo inicialmente em repouso

m Leisde Conservag ao
Conservacao de Momento linear

Conservacdo de Energia Cinética
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= R my . -
MV, = MV + Mol ; — (Vo — V1) =1 ;
Mg
l-m L= l'm.-v2 - lm-;u2 : mos o -+ - =
g the T gt e Tty — (Vo — V1)« (Vo + V1) =1, - 14
My
. . —
m Velocidade de saidat;
- ! My — Mo
= = o 5 g S
u (v{,+v|}=u1‘ —{U—Vl} = Vi =V, 11
Mo Ty o+ Ma
21 o . 2m
g — -~ ] -
T ST T up =u; - d L T—— _’u = 2‘J-.’?m
Ty + Mia Ty + Ma

Fomiiet,  w (a—ﬁl) A=l

>
= Velocidade de saida v,
- (Vo+v,—1) =0 = d,-a=0
i=v,+v, -1, = v =1, —v,+n
%ﬁ (Vo—V1) =0 = ii-(29,—1) =0
m Caso my > my
u; = d cos(f)iy o =2uw, cos (E — 6') Wy = 2w, sin(#)wy,
V1 = 0 [T cos(0)iag + sin(8)wo ¥, =1, (cos(8)dy + sin(f)Wy)
my + ma

15
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m Caso m; =m,

iy
n

= 2y, cos (g o 19) Wy = 2u, sin(f)wy

v

1

v |:

My — Mg

my + s

cos(@)ug + sin(l‘?}vﬁrﬁ]

.

Vo =1 (C%(B)ﬁﬂ - Sll’l(gJﬁg)




m Caso m; < mj

n=2uv, cos (g o 19) Wy = 2u, sin(f)wy

v

1

v |:

My — Mg

my + s

cos(@)ug + sin(l‘?}vﬁrﬁ]

.

Vo =1 (C%(B)ﬁﬂ - Sll’l(gJﬁg)

EAG6.nb

17
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» Relagdo entre os Angulos de dispersdo

Conhecido 8

_ — 2y 2
["O‘-‘s(""'} o ViV . 1 Tity s cos {8)
08lp) = —— = : A
T o)

Conhecido ¢

l P
cos?(f) = 15 T sin® (i) = cos(y)
Mo

2
Relacdo como angulo de dispersao ¢’ no referencial CM
v sin{e') masin(e') u! sin(p’ sin( e’
I.an{;p} =_ 1 ! O w - Lan[.‘?} - iy 8 ’(1*- ) — s {H—’ )
Vem +vjcos(e’)  my + macos(y’) ' Vem —uf cos(p’) 1 — cos(p’)
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Coliséo Elastica com dois corpos em movimento

e Leisde Conservacao

Conservacgao de Momento linear
Conservacdo de Energia Cinética

Wy oy s

— (Vo — V1) = 1y — tp:
ma
my ,

EWO = Vi) (Vo + V1) = (b —ty) - (T + )
m Relag8esde ortogonalidade

- _, 2m
d= 2(V{lel - ﬁf]} - !

<y

() — i) - () — iy —d) =0 ‘

- (2(¥) —tdp) —m) =0 ‘

m Velocidades finais

. . 21y . . .
u; = up + |[Vg — 1| cos(d)1y

my + ma

_<1
Il
=11

+ 1y — (Vy — dp)

m Circunferé ncias de resultados

i = e " -y
Ty = |01 — Veu| = mh’u — i
Ly . g - -
ry = |vl == Vc:1n| — ; |V[} = Ll[}|
my + ima

= Caso limite my > m,

Tu — [V — | Ty =0

ml+m_}(gﬂ_ﬁﬂ} ‘ i = (Vo —dp) + V1 — 1) ‘ () —iip) - @i

0

EAG6.nb

19
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m Caso m; < my

Manobras Gravitacionalmente Assistidas (Slingshot)

Binarycollisionsndtheslingshoéffect— RicadaSilvaand Lem os- 2008

m Determinac¢ 8o dos Para@metros No referencial de Massa Reduzida
Mudancgade eixosentre referencial laborat6rio e referencial de massareduzida (MR)

cos(¢) —sin(¢) 0
r=A.-t" onde Alg) = sin(¢) cos(d) 0
0 0 1



Determinacgéo do eixo é: datrajectoriano referencial (MR)

A

==

.ui} =

= —_
Un = uﬂ -

-

¥

4]

EAG6.nb

21



22 | EAG6.nb

b
= FF — — FF - - - y
A - Ap, = u - (1 -, ) =p (1, -, +v, - V,)
A AP, = p (Al - AV) = m, (@, — 1) = Ap,
m Parametros Orbitais no caso Hiperbélico
Excentricidade Energia Mom. Angular Pa
¥ gl l 3
I 1 1 .E:HE = st [:E_ B I} Lk tan~(#)) B =
— = iy - o2 e B o = T =
¥ = cos [ ) &) = s ulul| . a, P
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Directix

DisténdiaFocal DisténdiaCentro— Foco
K (e - l} & sin(#) tan(é) PSS sec(#)
] = ~ - ~ T
eply” pla) plag ™ pl, |
¢ = tan”! (—ﬁ:'} =4 doeld . -0 ] doelr-0__.2n—-0_]

m Equac 6esde trajectdria ((+) Atractivo (-) Repulsivo)
es : 32 =
§) = B es | u | e+l o [ e sin(d)
(i) 1+ e cos(y ) 1) = [e2 — ]) = [Ztanh [ mtan[i) +ye —1 T el

- = 2 My o\ .
r (= RL.mU + V.. b+ Hjﬁ\ ST, (1)

. o

=R, +V,1- Sl 0

cm M H

m Ganho em velocidade

2m,
Tomy+m,

(:'u = ﬁﬂ)
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5 P ” » 2m o
w;” =u, +2V, N, —ullcos(ty) usando o, —all = —— L % —allcos(8)
0 O &)
ny + n,

ra

4m
PR 1 a o - 3
uy = u, + V. Iv, —u Il cos(i) cos(H)

J?Il + J'?TE

m Condic 8o de Extremo sem constrangimentos

du"l’ =4, u% dir + d, uf do = (8, uf —d, uﬂ dfd =0 = sin(f)cos(#) — cos() sin() = sin(iy — #) = 0

V. .U
o (S22

Ll il my o, —v Il - s [ my, g, = vl v
my+my W)™ my 4y IVl

-
i
[
=
1]
b3 —

©m

=
1]

i

Slingshot planetario

m Pardmetros orbitais em fung¢ 8o da Distancia ao perigeu "

ex
a=———-
e —1
es " r K
r,= .§'=—£ e=1+-2 : = o=
g l+e Kue o 2&

m Dependéncia de 6em "o

1
cos(f) = — =
1+ L y REE pl;

it wir,
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m Casos my> mp emy~m;

» Equac 6esque permitem eliminar Uy = ||[Vo —Uolle ¥ode Ak, (M1 > my)

U, sin(ir ) = u,sin(g)

U, cos(r,) = v, —u, cos(yg)

m Ganho maximo em termos de & = Uy /V,

2uV._ v, 4 "
Ak“ = ’un%”“" cos(t)- [ 1 — ”—” ( cos(y) — sinfy) mn{H))]

v,

! 4 ,2
P i v2 1-& [cu:{kﬂ—sinw].v‘l [l + i”rl. (£*-2 cosiy) é+1 )J = []
Ak = = 0

" My [] 2 ({3—2c05[9:}f+l}]_

- T wir,

e Caso limitede astro muito massivo de raio desprezavel
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e Ganho deenergia por unidade de massa no caso limite de periapsis=raio do planeta.

J
Earth (Ak,x10" —)

& ®

Xeo=

s
EY

£,



e Ganho deenergia por unidade de massa no caso limite de periapsis=raio do planeta.

Ko=—

e Ganho deenergia por unidade de massa no caso limite de periapsis=raio do planeta.

Ko=—

vﬂ

Yo

J
Jupiter (Ak,x10* —)
P Kg

13-

12~

=]
MW |-

Saturn{Ak,,x10® i};
Kg

05 1 I L3

i
=
pajw |-
o
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e Slingshot para uma interacgdo repulsiva (Coulombiana)

+ —15

< -14

-~ —13

. —12

e Slingshot para uma interacgio atractiva (Coulombiana ou Gravitica)
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e Slingshot atractivo do corpo de massa mynuma colisdo com um corpo de massam, ~ 2my,.
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e Slingshot quasi-méaximo para o corpo de massa m, numa colisdo elastica com uma massa my, ~ 3my

e Travagem gravitacionalmente assistida do corpo de massa my por um corpo de massa m, ~ 5my
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O Caso Tridimensional Geral

Quando consideramos o problema de colisdo asimptética de duas particulas pontuais de que apenas se con-
hecem as velocidades iniciais e massas em 3D, fica assim por definir o momento angular reduzido f# e o vector
de Lenz K . Em duas dimensdes, uma vez que a direccao de fﬂ e L sdo fixas e as magnitudes de K e E,, rela-
cionam-se pelas expressfes assimptoticas, o espaco de fase é P, =T*([R2>< [R2) de dimensdo dp, =8, existem

apenas 3 equagdes de conservagdo assimptéticas (CML+CEC) para 4 incOgnitas vieu; O angulo 6 que
parametriza as direccdes possiveis de saida de m, define igualmente a direc¢do do eixo da érbita no referencial

demassareduzida, ousejadefineadireccdo de K no plano de Laplace.

No caso geral tridimensional, as mesmas equacdes (CML+CEC) assimptoticamente definidas determinam 4

equagdes, mas agora ha 6 incégnitas vieus, pelo que é de esperar a introducdo de um novo angulo ¢ para
determinar o resultado da colisdo. De facto, as relages derivadas no caso 2D entre as velocidades assimptoti-

caseosvectoresd =2 (V om — EO), D=2 (\7 o— LTO) permanecem validas no caso 3D, excepto que agora o plano

em que os circulos auxiliares sdo desenhados pode ser rodado arbitrariamente emtorno do eixo alinhado com
d. Assim, tomando como ¢ =0 o caso em que este plano coincide com o definido por v, e U, a passar pela
origem, em geral definido por v ,xU , eXxcepto no caso Vv, // U, em que é necessario mais informagéo, o angulo ¢

ficadoravante definido como o &ngulo entre?oxﬁoe L,
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D

O momento angular reduzido L, =MF_mx(Go—vo) =yF+wx(Gl—v1) € perpendicular a todos 0s possiveis

— — L, . — — - — — 2m — N L,
resultadosdeu, — v, alémde ser perpendicularau, -V, Como d :Z(ch —uo) = 1 (vo—uo),tambemse
m;+m,

verificaqued é perpendicular aL ,. Vamos agora mostrar que osvectoresu; — Uy eV — U, também séo perpen-

diculares a L ,. Comegamos por notar que Uy —U, €V, — U, definem o mesmo plano que v, — U, eV, —U,. De
facto as normais a cada um destes planos sdo colineares, o que se pode mostrar usando a conservagao de

. — — m N —
momento linear u 1—Ug= ——l(Vl —VO)Z
m»

m; .

(Jl—Go)x(ﬁo—vo)zilxio—(il—Go)xvozilxio+—levo
m;
(\71—Go)x(io—Vo)=(V1—VO)xGO—V1xVO=
m; . . L my (.. . M1 _. _
=——UixUg—VixVg=———|U1xUgy+—VqxV,
m; m; mj

Por outro lado este plano contém duas normais a L ,, a saber as rectas definidas por Vo—Ug €

— - —

Up—Vy=(U1-Uo)- (\71 - LTO), portanto todososvectoresneste plano sdo ortogonaisal .

Vemos assim que todas as relagdes deduzidas no caso 2D entre as velocidades iniciais e finais se mantém,
excepto que agora os circulos auxiliares de diametros D, d eosvectoresauxiliarest'y — Uo, V1 — U, 1T UgeWy
pertencem a um plano perpendicular ao fﬂ especificado. O caso 3D reduz-se assim ao caso 2D quando

fﬂ o Vox Uo. Podemos assim dizer que as velocidades finais se obtém a partir de duas esferas concéntricas

obtidas pela rotacio em torno do eixo D dos circulos centradosemV g, — U, COM raios ry = | Van—Uole

= ‘ Van —Vo|, sendo que os pontos correspondentes a uma solucdo em cada esfera definem uma linha

passando pelo centro comum das esferas, sendo assim "antipodais" num sentido generalizado. A translaccdo

destas esferas por U , define esferas concéntricasemV g, pelo que todas as solugdes possiveis no referencial de
laboratério estdo ai representadas da mesma forma por pontos antipodais em circulos maximos correspon-

dendo asecgOes planas paralelas ao plano de Laplace especificado pelo momento angular reduzido inicial L ..



O Caso relativista

e Problema de Kepler Relativistico?
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Oproblema de Kepler Relativi stico apenas tem uma solu¢ &o em RG e é a de Schwarzchild assumindo um corpo esférico,
nado-carregado e estatico e muitissimo mais massivo que o outro.

Em RRn&o existem solug 6es convencionais do problema, principalmente devido adificuldade em definir as constantes

de movimento deforma natural.

—Relativityhespeciatheory-Synge-1958

“Arelativistically invariant treatment of the two-body problem has proved very difficult. Sommerfeld treated

approximately the case where the two particles described circles about the mass center, but the method cannot be

extended to the case of elliptical orbits.”

—Thequantunrelativistitavo-bodyboundstateArshansky& Horwitz

—Dynamicaroupof therelativisti€eplemroblem{ Horwitk

Transformada de Lorentz

F=Fowfa-Vt)  ode 7L- i P
y(v) = E e AAVZ
1—(\5/)2 ty = 7(v)(t—é?~\7) e ry = (:/\2/)\7

Transformacgao das velocidades

dr, dr, 1 (ar. (ar, _
[ — = +y|— -V ||———
dat,  dt & a4t dt [

dt Y|t
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. . . - M

m Colisd es Relativistas s6 assimptdticamente

Vamos assumir que p, e p,representam os quadrivectores energia-momento iniciais de particulas pontuais de

massas em repouso m, € m respectivamente. Entdo p, ={m; y; c, p;} onde y; = — L1 _ eo0momento linear

V 1-(vi/c)?

Pi =m; ¥ vi,ousejap =m;y; {c, vi}.
Apbs a colisdo elastica, as particulas saem com energia-momento p, e p, onde também
p={mivic, pif=miyi{c, vi}

As leis de conservacgdo para a colisdo eléstica relativista resumem-se na conservagdo do quadrivector
energia-momento total

P:P1+P2=;71+;72=7)-

Esta expresséo de facto resume a conservagéo do momento linear espacial totalP=p; +p,=p, +p,=Peda
energiacinéticatotal & =m;y; ¢? +myy,¢? - (Myc®+myc?)=myy,c?+myy,c% - (Myc? +moc?) =&
Como as massas sdo invariantes na colisdo eléstica, esta expressao reduz-se a conservagao da energiatotal

% =My +Maya=Myy;+ Moy, = S—Z,tal como nacolisio inelastica.
Cc Cc

A equagdo de conservagio relativista na forma p; — p; = p, — p, traduz-se em temos de componentes nas
relagoes m1(71 —771) = mz(f’z —72) paraasmassasep; — 51 = 52 —pz(ondep;=m;y; v e 5i =m; 7; Vi) parao
momento linear, pelo que My(y; Vi =y V1) =My, V2 — 71 V2).

No caso presente emque a particulade massam estainicialmente emrepouso temosquey, = 1e v, =0,donde
daprimeirarelagio sededuz quey, =y; — % ()72 - 1) indicando que amagnitude de v, é sempre menor que ade
my

v1. Podemosmesmo afirmar que 7, < 1 + = (y; — 1).
mj

Escrevemos agora p1 — p; = p,— p» a equacdo de conservagio relativista, e tendo em conta que



EAG6.nb |35

pi-p = p’-p’ = mZc? ouquep;?=my® - 1)c? podemos projectar estaidentidade na direccio de py e p;

(n+7)(72-1)

"
c2-1

" Vi- Vo
Y172 Y1

paraobter v;-v, =

Projectando de seguidaaequagéo p; — p, = p, — p» hadireccéo de p, e usando o resultado anterior para vy -V,

. ~ o~ y,-1)? m - y,-1 . A o
obtém-se a expressio Vs = @ c?+2 2l (vl- Vy— (37Y) cz). Introduzindo agora o angulo arbitrario 6 que

Y mz7v, Y2

v, faz comadireccéo deincidéncia v,, de formaque v;- vV, =v; V, Cos[6], e manipulando a expressdo tendo em
contaque v12 = (1 - %) c? e\7§ = (1 - iz) c? por forma a exprimir tudo emtermosdey ,, obtemos apds simplifi-
" Y2

3 (ﬂ +yl)2+CoS[0J2(y12—l)
cagdo quey, = (ml

&+71)2—COS[9]2(712_1) '

my

Note-se que esta expressao atinge o maximo paraf = 0, masemgeral este maximo € menor que 1 + UL (yl - 1), i.e.

mz

- (%+71)2+(712_1) m . -

Yos—F——=1+—=+ (yl - 1), sendo aigualdade apenasvalidaquando m; =mo.
(ﬂﬂl) ~(7-1) m,

_ _ _ ~ 2™ Cosff)? ( 72-1)
Podemosimediatamente determinar quey; =y; — —— .
(2o o3

Com estes elementos podemos directamente calcular v, a partir da conservagdo do momento linear

~ ~ . ~ o~ ~ o~ . ~ m Y, ~ .
P1— pl = p2, l.e. ml(’}/l Vi—71 Vl) =My, Vo, donde se conclui que vy = 4 Vi — —2 # Vo. Iremos assumir que
Y1 my 7

1- L (Cos[0] &, +SIn[0] &,). A substitu-
Y2

vi=Vvig =c [1- < & defineadireccdio & eque V,=V,U,=C

h

icdo dasexpressdesparay, ey, determinadasanteriormente permite assim escrever

2 m2
2c )/1—1 Cos[6] m—1+’)/1 .

V2= 2 2,[M2 ¢
(yl—l) Cos 6] +(m—l+yl)2
m mo (m
c y%—l ((7%—1) 005[9]2_(m—2+71)2) 2¢ y%—l Cos|[6] _2( 2+y1)
- \/ 1 2 my \mg
Vi = ey +

X 0
2 2(, M2 mp 2 2(, M2 m2
(v1-1) Coslo] (2 m—1+yl)»71(m—1+'yl)2 (y1-1) Coslol (2 m_1+71 1 m—1+yl

Emtermosde componentes

2,71 003[9]2(%”1) 2,71 ms[e]Sn[e](mﬁwl)
1 1

- | |
2 (»2-1) ons[e]h(mﬁlwl)z (1) c:cx:,[ﬁ]h(mﬁ1 +y1)2

3 y2-1 (005[9]2(()/12—1)4—2&(&+yl))—(ﬂ+yl)2) 2,[y1 cOs[e]Sn[e]ﬂ(ﬂwl)
o iz el

ey emsor (22 emn(Zenf " () (23] (2 o)



